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Введение

Основная функция компьютерных сетей – доставка неких данных от отправителя получателю. Одним из параметров, влияющих на качество доставки, является выбор оптимального маршрута для передачи данных. Как правило, под словом «оптимальный» подразумевается несколько критериев, но чаще всего на первое место по значимости критерия выходит длина пути. Поэтому эффективное решение задачи выбора кратчайшего пути является краеугольным камнем в маршрутизации.
1 Постановка задачи

Пусть имеется ориентированный граф G = (V, A), состоящий из N вершин (V) и M рёбер (A), соединяющих вершины. Каждому ребру, соединяющему две вершины r и s, присвоено положительное число Wrs, называемое весом ребра. Путём Psd от начальной вершины s к конечной вершине d будем называть множество вершин, последовательно соединённых рёбрами из A: Psd = {s, n1, n2, ... , d}.
Весом пути Psd будем называть сумму весов всех рёбер, входящих в путь.

Требуется между двумя заданными вершинами s и d найти за минимальное время такой путь, что среди всех возможных путей между данной парой вершин его вес окажется минимальным.
2 Выбор механизма решения

Для выбора наиболее оптимального механизма решения поставленной задачи рассмотрим три алгоритма поиска кратчайшего пути в графе:

- Алгоритм Дейкстры;

- Волновой алгоритм;

- Нейросетевой алгоритм.

2.1 Алгоритм Дейкстры

Алгоритм находит кратчайшие пути от вершины-источника до всех остальных вершин за время О(N²).
Алгоритм использует следующие массивы:
- массив P текущих расстояний до каждой вершины;

- вектор состояния S, содержащий метки для каждой вершины с двумя значениями: обработана/не обработана;

- массив C с номерами предыдущих вершин для каждой вершины в кратчайшем пути.
Порядок работы алгоритма следующий:

- в массиве Р проставить бесконечности для каждой вершины;

- обозначить начальную вершину как обработанную в векторе состояния S;

- все вершины, смежные с начальной, поместить в P;

- среди неотмеченных вершин найти вершину с минимальным расстоянием и обозначить как обработанную в векторе состояния S;
- просмотреть смежные с ней вершины, и если сумма расстояния до текущей вершины плюс вес ребра со смежной вершиной меньше значения для этой смежной вершины в массиве P, то проставить это меньшее значение;

- повторять предыдущие два шага до тех пор, пока не будет помечена конечная вершина, либо (если надо найти пути во все вершины) пока все вершины не будут помечены в массиве P. 
2.2 Волновой алгоритм

Алгоритм используется, если все ребра из вершины в соседние равны по весу. Время работы алгоритма составляет O(N).
Алгоритм использует следующие массивы:

- массив OldFront вершин, входящих в старый «фронт волны»;
- массив NewFront вершин, входящих в новый «фронт волны»;

- массив T волновых меток для каждой вершины.
Порядок работы алгоритма следующий:

а) каждой вершине присвоить волновую метку, равную минус единице;
б) внести начальную вершину в массив OldFront, присвоить ей волновую метку, равную нулю;
в) текущее время T принять за ноль;

г) для каждой вершины, входящей в OldFront просмотреть смежные вершины; если текущее значение волновой метки смежной вершины равно минус один, то присвоить ей значение T+1 и добавить в NewFront;

д) если NewFront пуст, то решения нет;
е) если в массиве NewFront содержится конечная вершина, то искомый путь найден;

ж) присвоить OldFront значение NewFront, увеличить текущее время на единицу и перейти к шагу г).
2.3 Нейросетевой алгоритм
Для реализации данного алгоритма используется сеть Хопфилда. Структура нейронной сети Хопфилда представляет собой матрицу нейронных элементов размерностью N x M. В такой матрице номер строки соответствует вершине, а номер столбца характеризует позицию вершины в маршруте. Выходные значения нейронных элементов определяются следующим образом: YAi равно единице, если вершина А стоит в маршруте на i-м месте, иначе выходное значение равно нулю. Пример нейронной кодировки маршрута представлен на рисунке 2.1.
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Рисунок 2.1 – Пример нейронной кодировки маршрута

Синтаксис задачи должен удовлетворять следующим условиям:

· каждая вершина должна стоять в маршруте не более чем на одном месте;

· на первом месте маршрута должна стоять одна вершина.

Тогда целевую функцию, ответственную за синтаксис задачи можно представить как 
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где a, b –постоянные, которые больше нуля.

Минимум данного выражения равен нулю, когда выполняются перечисленные выше условия синтаксиса задачи.

Целевая функция определяется следующим образом:
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где dist(A, B) – расстояние между вершинами А и В;
с – постоянная, которая больше нуля.

Энергия дискретной сети Хопфилда для матрицы нейронных элементов
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        (2.3)
После того, как сеть построена, стартуя со случайного начального состояния, можно проследить её эволюцию к стационарной конфигурации, которая даст если не оптимальное, то по крайней мере близкое к оптимальному решение задачи. 
Время работы алгоритма при эмуляции сети на последовательном компьютере составляет O(N5), однако при использовании параллельного аналогового варианта сети Хопфилда решение получается за конечное число шагов, практически не зависящее от N. 
2.4 Сравнительный анализ алгоритмов
Для окончательного выбора алгоритма для решения задачи поиска пути на графе сравним различные алгоритмы по следующим критериям:

- скорость работы;

- точность;

- возможность учёта весов рёбер;

- сложность реализации.

Параметры различных алгоритмов поиска пути на графе приведены в таблице 2.1.
Таблица 2.1 – Параметры различных алгоритмов 

	Алгоритм
	Скорость работы
	Точность
	Учёт весов
	Сложность реализации

	Дейкстры
	О(N²)
	точный
	да
	прост

	волновой
	О(N)
	точный
	нет
	прост

	нейросетевой
	O(N5)
(или O(1))
	прибл.
	да
	сложен (плюс дополнительные затраты)


Из таблицы видно, что алгоритм Дейкстры наиболее всего подходит для решения поставленной задачи. Волновой алгоритм работает без учёта весов рёбер. Нейросетевой может работать быстрее других, но при этом потребуются затраты на параллельный аналогововый вариант нейронной сети.

2.5 Варианты представления графа
Граф можно представить как минимум двумя способами:

- матрица смежности;

- список (массив) рёбер графа.

Матрица смежности представляет из себя квадратную матрицу размерности NxN. На пересечении i строки и j столбца находится вес ребра, соединяющего i и j вершины графа. Элементы на главной диагонали матрицы равны нулю. Если вершины не соединены ребром, то вес, соответственно, полагается равным бесконечности. Пример представления графа с помощью матрицы смежности представлен на рисунке 2.2.
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Рисунок 2.2 – Пример представления графа с помощью матрицы смежности

Второй вариант хранения графа – в виде списка входящих в него рёбер. В этом случае граф представлен массивом размера M. Каждый элемент массива содержит три числа: номера соединяемых вершин и вес ребра. Пример представления графа списком рёбер представлен на рисунке 2.3. 
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Рисунок 2.3 – Пример представления графа списком рёбер

Недостатком первого варианта является то, что с помощью матрицы смежности невозможно описать ситуацию, когда две вершины соединены более чем одним ребром. Поэтому предпочтительнее воспользоваться вторым вариантом представления графа.
3 Структурно-функциональная схема

Структурно-функциональная схема задачи выбора кратчайшего пути представлена на рисунке 3.1.
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Рисунок 3.1 – Структурно-функциональная схема задачи выбора кратчайшего пути

В состав задачи выбора кратчайшего пути входят следующие компоненты:

- инициализации графа;

- инициализации вспомогательных массивов;

- поиска кратчайшего пути с помощью алгоритма Дейкстры;

- вывода кратчайшего пути;
- поиска рёбер, относящихся к данной вершине;

- релаксации;

- работы со вспомогательными массивами.

Функция инициализации графа должна обеспечивать заполнение массива рёбер заданными значениями вершин и весов. При этом массив необходимо упорядочить по номерам вершин.
Функция инициализации вспомогательных массивов должна:

- в массиве Р проставить бесконечности для каждой вершины;

- обозначить все вершины в векторе состояния S, кроме начальной, как необработанные.

Функция поиска кратчайшего пути с помощью алгоритма Дейкстры должна производить собственно поиск маршрута от начальной вершины до конечной. В процессе работы должен быть сформирован массив С с номерами предыдущих вершин для каждой вершины в кратчайшем пути.
Функция вывода кратчайшего пути должна из массива‍ С сформировать и выдать массив с номерами вершин получившегося кратчайшего пути.

Функция поиска рёбер, относящихся к заданной вершине, должна производить поиск в массиве рёбер поиск элементов, у которых номер первой вершины равен заданному.
Функция релаксации должна считать сумму веса ребра, исходящего из текущей вершины, и значение в массиве P для текущей вершины. После чего необходимо сравнить со значением для смежной вершины в массиве P. Релаксация состоит в замене этого значения посчитанной суммой, если сумма оказалась меньше.
Функция работы со вспомогательными массивами должна обеспечивать поиск минимального значения в массиве Р среди неотмеченных вершин, производить отметку вершин в массиве S и его проверку на предмет отметки конечной вершины.
4 Схемы алгоритмов
4.1 Инициализация вспомогательных массивов
Схема алгоритма инициалзации вспомогательных массивов представлена на рисунке 4.1.
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Рисунок 4.1 – Схема алгоритма инициализации вспомогательных массивов

Алгоритм работает следующим образом:

- в массиве Р проставляются бесконечности для каждой вершины и обнуляются значения массива S;

- начальная вершина обозначатся как обработанная в векторе состояния S.
4.2 Поиск кратчайшего пути с помощью алгоритма Дейкстры
Схема алгоритма поиска кратчайшего пути с использованием алгоритма Дейкстры представлена на риуснке 4.2.
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Рисунок 4.2 – Схема алгоритма поиска кратчайшего пути с использованием алгоритма Дейкстры

Алгоритм работает следующим образом:

- все вершины, смежные с начальной, помещаются в массив P;

- среди неотмеченных вершин ищется вершина с минимальным расстоянием до неё от начальной вершины и обозначается как обработанная в векторе состояния S;

- вновь отмеченная вершина принимается за текущую и просматриваются все рёбра графа, выходящие из неё;
- если сумма расстояния до текущей вершины плюс вес ребра меньше значения расстояния для смежной вершины в массиве P, то проставить это меньшее значение и в массиве С проставить для смежной вершины номер текущей в качестве предыдущей вершины кратчайшего пути;

- повторять предыдущие два шага до тех пор, пока не будет помечена конечная вершина.
4.3 Вывод кратчайшего пути

Схема алгоритма вывода кратчайшего пути представлена на рисунке 4.3.
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Рисунок 4.3 – Схема алгоритма вывода кратчайшего пути
Алгоритм работает следующим образом:

- выбирается конечная вершина и заносится в путь Psd;

- из массива С выбирается значение предыдущей вершины и заносится в путь Psd;
- предыдущий шаг повторяется до тех пор, пока не будет достигнута начальная вершина.

Примечание: путь Psd будет получаться в обратном порядке, то есть от конечной вершины к начальной.
Заключение
В данной курсовой работе рассмотрена задача поиска кратчайшего пути в ориентированном графе. Для решения задачи были рассмотрены три различных алгоритма поиска пути, проведено их сравнение, проработаны некоторые нюансы реализации, разработана структурно-функциональная схема и оптимальный алгоритм поиска пути в соответствии с требованиями.
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