
(При выносе кванторов за скобки теперь уже использовались соотношения (6.3), т.к. B(z), например, не зависит от x и т.п.).

Этот же прием можно использовать и в равенствах (6.4), т.е. справедливо: 
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B(z)) и т.п..

Здесь и в дальнейшем будем обозначать для удобства:
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Из общего смысла квантификаций нетрудно понять следующие равенства преобразования отрицаний:
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 (6.6) 
откуда легко получаются правила замены одного квантора другим:
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 (6.7)

В процессе преобразований нам потребуются новые термины. Назовем литералом атом или его отрицание; дизъюнктом - дизъюнкцию литералов (в ИП это чаще называют предложением),  матрицей - формулу, не содержащую квантификаций.

Если мы имеем матрицу, то дальнейшая работа с ней, в сущности, сводится к преобразованиям, аналогичным тем, которые мы проделывали с формулами исчисления высказываний. Да и цели-то бывают, в общем-то, те же: преобразование и представление в канонических (нормальных) формах, доказательство общезначимости (или невыполнимости), определение логического следствия (чаще всего по методу резолюций). Но для этого нужно научиться получать матрицу, т.е. научиться корректно переходить от формул с квантификациями к формулам, уже не содержащим никаких кванторов. Но сперва еще раз о переименованиях связных переменных, только более подробно.

6.5. Стандартизация переменных

Связные переменные находятся под действием квантора и поэтому переименовывать их можно только одновременно с квантифицированной переменной, стоящей после квантора. Совершенно безразлично, как обозвать квантифицированную переменную. Если у нас есть формула 
[image: image13.wmf]"

xP(x), то ее можно переобозначить, например, 
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zP(z). Значение истинности ппф при этом не изменится. Такой прием называется переименованием. Им пользуются для разделения переменных с тем, чтобы каждый квантор имел свою, свойственную только ему, переменную. Выше мы уже пользовались этим приемом при выводе соотношений (6.5). Если в формуле 
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x(R(x,z))), провести переименование, то можно получить, например, выражение 
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x(P(x) 
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y(R(y,z))), (z просто свободная переменная). Такой прием разделения переменных носит еще название стандартизации.

6.6. Исключение квантора существования 

Если А не содержит х, то очевидно: 
[image: image19.wmf]"

xA = A и 
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xA = A. "Очевидно" - потому что кванторы здесь ничего не определяют и не дают. Это элементарный пример исключения кванторов.

Рассмотрим теперь формулу 
[image: image21.wmf]$

xP(x) (существует хотя бы один  х, при котором Р(x) = И). Пусть этот х будет равен с, тогда указанная формула запишется просто P(с). Константа с любая, однако, она не должна совпадать с другими символами, применяемыми в других формулах. Это - второй пример исключения квантора существования. Он касается случая, когда сам квантор 
[image: image22.wmf]$

 не находится в области действия какого-либо квантора общности.

Рассмотрим теперь формулу 
[image: image23.wmf]"

x
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yP(x,y) (для всех х существует по крайней мере один y такой, что выполняется предикат P(x,y)). Ясно, что y, удовлетворяющий этому условию, как-то зависит от х. Эту зависимость можно отобразить с помощью некоторой функции, например, g(x). Эта функция теперь заменяет y, а квантор существования можно просто убрать:

[image: image25.wmf]"

xP(x,g(x)).

Функция типа g(x), отображающая каждое значение х в "тот самый y", называется функцией Сколема или сколемовской.

Особенности:
1) если квантор 
[image: image26.wmf]$

 стоит перед квантором общности 
[image: image27.wmf]"

, то он не находится в области его действия и поэтому заменяется, как в прежнем примере, некоторой константой:
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yP(x,y) = 
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yP(a,y).
2) если квантор 
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 находится в области действия нескольких кванторов общности, то соответствующая его переменная заменяется сколемовской функцией от соответствующего числа переменных (мест): 
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wP(x,y,r,w) = 
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rP(x,y,r,g(x,y,r)) -

"собственная" переменная квантора существования w заменяется сколемовской функцией g, зависящей от всех квантифицированных переменных, в сфере действия которых она находится.

3) Следующий пример говорит сам за себя:
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yP(x,y) = P(a,b).
4) Еще один пример:   
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(M(g(x),z)
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R(g(x),z,q))].
Сколемовская функция g(x) заменяет y во всех местах его вхождения в области действия квантора 
[image: image48.wmf]$

. 

   Рассмотрим и осмыслим теперь такой обобщающий пример:

5) Дано: 
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qM(z,x,u,y,r,w,s,v,q).

После сколемизации:
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vM(а,x,f(x),y,r,g(x,y,r),h(x,y,r),v,p(x,y,r,v)).

6.7. Предваренная форма

Полученная только что, после сколемизации, формула имеет вполне определенный вид. Она состоит из цепочки кванторов, называемой префиксом и бескванторной формулы, называемой матрицей. Представить какую-либо формулу в виде префикса и матрицы - это значит представить ее в предва̍ренной форме. Особенность предваренной формы в том, что все кванторы оказываются вынесенными влево за пределы общей формулы, а часть, оставшаяся без кванторов, может быть подвергнута всем возможным преобразованиям, в частности, быть представленной в конъюнктивной нормальной форме, такой необходимой нам для реализации принципа резолюции.

Для любой логической формулы существует логически эквивалентная ей предва̍ренная форма. 

Это правило вытекает из тех преобразований, которые необходимо для этого проделать - они известны и всегда выполнимы:
· исключить связки эквивалентности и импликации; 

· переименовать (если необходимо) связанные переменные 
таким образом, чтобы каждый квантор имел свою переменную;

· удалить те квантификаторы, область действия которых не содержит квантифицированной переменной, как ненужные;

· ограничить область действия отрицания;

· провести сколемизацию;

· переместить все кванторы общности в начало формулы, образовав префикс и матрицу.

К моменту последней операции перемещения кванторов связанные переменные уже разделены, каждый квантор общности имеет свою переменную, независимые переменные заменены постоянными (конкретизация). Будучи перемещенным в начало формулы, он и все равно распространяют влияние лишь на "свои" переменные. Широко используются приведенные ранее равносильности (6.1) - (6.7). Может пригодиться еще и правило раскрытия импликации:
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xB(x).
(6.8)

6.8. Исключение кванторов общности

Получение предваренной формы - важный этап в деле преобразования исходной формулы ИП. Дальнейшая работа будет проводиться с матрицей, все переменные которой относятся к тому или иному квантору общности. Роль цепочки кванторов (префикса) в данном случае - в простом напоминании об этом факте. К тому же порядок кванторов общности роли не играет. Если все это принять во внимание, то префикс вообще можно убрать и предположить по соглашению, что все переменные относятся к своим кванторам общности. Остается одна матрица.

6.9. Приведение матрицы к КНФ

Если теперь рассматривать матрицу как логическое выражение, связывающее посредством пропозициональных связок некоторое количество литералов, то процесс приведения любой матрицы к конъюнктивной нормальной форме будет мало чем отличаться от такого же процесса в рамках исчисления высказываний. Процесс этот всегда возможен, и конечный итог известен: матрица будет представлена в виде конъюнкции дизъюнктов (каузальная форма). Дизъюнкт, напомним, в исчислении предикатов называется предложением. Знаки конъюнкции можно опустить, и все множество полученных предложений представить в виде столбца, рассматривая каждое из них как некую исходную гипотезу (как это мы делали с дизъюнктами в процессе логического вывода в ИВ).

6.10. Обобщающий пример

Привести заданное выражение к системе предложений.
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yR(a,y,x)}.
Освобождаемся от импликаций.
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yR(a,y,x)}.

Переносим и снимаем отрицания (согласно (6.6) и др. правилам).
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Окончательно:
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Проводим стандартизацию: каждый квантор должен иметь свою переменную. С этой целью переименуем в средней формуле (для 
[image: image91.wmf]Q

) x на u, в последней формуле - x на z, y на w:
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Исключаем кванторы существования. Заметим, что квантор 
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y находится в сфере действия 
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x и распространяется на квадратные скобки, а квантор 
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w - в сфере действия 
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x и 
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z, соответственно вводим функции Сколема.
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Выносим кванторы общности влево, за скобки, образуем предваренную форму.
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Опускаем кванторы общности, полученную матрицу приводим к КНФ.
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(раскрывая конъюнкцию по дизъюнкции)
= (P(x,f(x))
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Окончательно получаем систему предложений:

1. P(x,f(x))
[image: image111.wmf]Ú

R(a,g(x,z),z)),
2. (Q(u,h(f(x)))
[image: image112.wmf]Ú

R(a,g(x,z),z)).

Хорошо, что мы научились приводить выражение в предваренной форме к системе предложений. Но для того, чтобы идти дальше и проводить с ними процесс резолюции, нам необходимо уметь находить контрарные литералы, что при участии многоместных предикатов с различными переменными становится делом весьма непростым. Пусть, например, имеются предложения:

1. Q (u)
[image: image113.wmf]Ú

P (A),

2.(Q(w)
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P (w),
3.(Q(x)
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(P (x)
4. Q (y)
[image: image116.wmf]Ú

(P (y).

Судя по предикатным символам, здесь вполне возможна резолюция. Но различные переменные не дают нам делать это непосредственно. Необходимо делать подстановки.

6.11. Подстановки и унификация

Пусть имеется формула P(x,y,z). Ввести подстановку s это значит определить множество пар типа s = {t1/x, t2/y, t3/z},позволяющих заменить x на t1, y на t2, z на t3 во всех местах их вхождений. Полученная формула равносильна прежней: P(x,y,z) = P(t1, t2, t3).

Подстановки открывают широкие возможности при преобразовании формул. Простейший пример: 

дана формула P(x,f (y),z)
[image: image117.wmf]Ù

P(а,b,r).

Введем подстановку s1 = {а/x,b/f(y),r/z} для первого предиката и получим: P(а,b,r)
[image: image118.wmf]Ù

P(а,b,r) = P(а,b,r), т.е. произошла  "склейка" -  распространенный прием в процессах вывода.

Проводя подстановки, надо следовать следующим правилам:

· подстановки применяются только для свободных переменных, в том числе и для функциональных, во всех местах их  вхождений в данную формулу (предложение);

· переменную можно заменить константой, но нельзя константу заменить переменной;

· переменная не может быть заменена на терм, содержащий ту же самую переменную;

· подстановки могут касаться только некоторых термов предиката, остальные термы остаются без изменения;

· одна функция не может подставляться вместо другой, но может заменять переменную-аргумент;

· нельзя вместо свободной переменной ввести уже связанную, другими словами, вводимое подстановкой вхождение переменной не должно попадать в область действия квантора, связывающего данную переменную.
 К последнему правилу приведем простой пример. Формула 
[image: image119.wmf]$

y(x<y) отображает вполне корректное математическое условие (для любого х всегда найдется y, что x < y ). Некорректная подстановка y/x приводит к ложному суждению: 
[image: image120.wmf]$

y (y < y).

Если к формуле Е применена подстановка s1, тo пишут Еs1. Так, если к предикату P(x,f(y),B) применена подстановка s1 = {z/x,w/y}, то можно написать  P(x,f(y),B)s1 = P(z,f(w),B).

Если к полученной формуле применить еще подстановку s2={C/z, D/f(w)}, то получится P(x,f(y),B)s1s2 = P(C,D,B).

Если все термы предиката не содержат переменных, то мы имеем "основной частный случай" ("основной пример").

Последовательное применение подстановок называется их композицией.

Некоторая подстановка s называется унифицированной (унификатором), если ее применение к ряду формул E1,E2, ,... делает их равными: E1s = E2s = E3s ... Например, подстановка s = {A/x,B/y} унифицирует формулы P(x,f(y),B) и P(x,f(B),B) и дает P(A,f(B),B).

Примечание. Обратите внимание, что предикатные символы при этом должны быть одинаковыми.

Освоить технику унификации совершенно необходимо. В процессе резолюции, например, контрарные литералы должны быть идентичны, что как раз и достигается их унификацией. Разберем поэтому несколько показательных примеров.

Пример 1. Унифицировать множество литералов:

{P(a,x), P(y,f(b))}.

Поиск возможных подстановок начинаем с установления различий в термах обоих литералов, начиная с левых позиций. Первое рассогласование: (a,y). Tак как переменной здесь является y, то вводим подстановку s1= (а/y). Получаем пару литералов

{P(a,x), P(a,f(b))}.

Очередное рассогласование: (x,f(b)). Теперь уже вводим подстановку         s2 = (f(b)/x): {P(a,f(b)), P(a,f(b))}. Унификация состоялась. Общая подстановка имеет вид su = s1s2 = (a/y, f(b)/x).

Подстановка su, определенная таким образом, называется наиболее общим унификатором - ноу.

Пример 2. Определить ноу для пары литералов

P(x,f(x),z) и P(A,u,u).

Начинаем с левых позиций. Рассогласование: (x,A), подстановка 
s1 = (A/x), литералы: P(A,f(A),z) и P(A,u,u). Рассогласование: (f(A),u), 
s2 = (f(A)/u), литералы: P(A,f(A),z) и P(A,f(A),f(A)). Рассогласование: (z,f(A)), s3 = (f(A)/z).

Окончательно:

 P(A,f(A),f(A)) и P(A,f(A),f(A)).

Наиболее общий унификатор su = s1s2s3 = (A/x,f(A)/u,f(A)/z).

6.12. Вывод в исчислении предикатов

Так же, как и в исчислении высказываний, проблема вывода в ИП сводится к проблеме дедукции, т.е. к решению вопроса: является ли формула В логическим следствием множества формул {E}. Напомним, что ппф B является логическим следствием множества {E}, если она принимает значение И всякий раз, как только все Еi одновременно принимают значение И. Вопрос решался через доказательство теоремы дедукции, которая справедлива и в ИП, с учетом, впрочем, ряда оговорок и условий, касающихся действий со связными и свободными переменными.  Так же, как и в ИВ, встает проблема определения общезначимости той или иной формулы. И решается она примерно так же, т.е. как минимум пятью способами, каждый из которых применим в ИП:

1) оценка с помощью таблицы истинности,

2) оценка через преобразование, упрощение и приведение к нормальным формам,

3) оценка путем логического вывода из системы аксиом,

4) оценка методом редукции,

5) оценка методом опровержения.

Однако самым эффективным средством порождения и/или доказательства следствий здесь по-прежнему является метод резолюций.

В ИП резолюция применяется к предложениям, представляющим из себя дизъюнкцию литералов, каждый из которых, в общем случае, содержит различные переменные. Очевидно, что родительские предложения должны содержать контрарные литералы, идентичные по форме. Идентичность литералов достигается при этом применением соответствующих подстановок и унификации.

Пусть, например, у нас имеется два родительских предложения L и M, содержащие соответственно литералы l и 
[image: image121.wmf]m

, которые допускают общую подстановку-унификатор s такую, что (l)s = (m)s (без учета инверсии). Теперь возможна резолюция, которая "уничтожит" оба этих литерала, но при этом надо помнить, что подстановка возможна только для предложения в целом. Поэтому результат резолюции можно записать в виде нового предложения, объединяющего (U) оставшиеся литералы:


 (L – l) s 
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(M – m) s.
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